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Artykut omawia zagadnienia zwigzane z dynamika oddziatujacych elektronow w
uktadach dwuwymiarowych pod dziataniem silnego poprzecznego pola magne-
tycznego. W szczeg6lnosci przedstawione sg funkcja falowa Laughlina, model
ztozonych fermionow Jaina, funkcja Moore’a-Reada, a takze ogdlny zwiazek
migdzy postacia pseudopotencjatu oddziatywania Haldane’a i postacia korelacji.

1. Wstep

Rozwazmy uktad elektronow o okreslonej koncentracji powierzchniowej p, zwiazany w
kwazi-dwuwymiarowej warstwie o szerokosci w, pod dziataniem poprzecznego pola
magnetycznego B. Uklady takie (o do$¢ dowolnych parametrach w, p, masie efektywnej
m*, przenikalno$ci dielektrycznej €, itp.) realizowaé mozna wspoicze$nie w postaci
domieszkowanych heterostruktur potprzewodnikowych. Jednoczastkowe widmo energii
w takim uktadzie zawiera dyskretne, makroskopowo zwyrodniate poziomy Landaua.
Rozdzielajaca sasiednie poziomy przerwa cyklotronowa . jest proporcjonalna do B,
podobnie jak zwyrodnienie kazdego z pozioméw (g). Wygodnym parametrem
okres$lajacym dwuwymiarowa koncentracje p jest (bezwymiarowy) stosunek liczby
elektronéw N i zwyrodnienia poziomu g, czyli tzw. wspdtczynnik zapelienia v=N/g.
Natomiast charakterystyczna skalg dtugosci jest dlugo$¢ magnetyczna A proporcjonalna
do B'* (wigc tez do $redniej odleglosci miedzy elektronami przy ustalonej wartosci v).
W dostatecznie silnym polu B energia cyklotronowa ®, oc B znacznie przekracza
charakterystyczna energie oddziatywania Coulomba pomiedzy elektronami e*/A oc B2,
co pozwala na pominigcie wzbudzen cyklotronowych przy opisie niskoenergetycznej
dynamiki uktadu. Z drugiej strony, dostatecznie mata szerokos$¢ uktadu w pozwala na
pominigcie wszelkich wzbudzen w kierunku poprzecznym. Przyjmijmy dla prostoty ze
v <1 i skoncentrujmy si¢ na dynamice uktadu wielu elektronow w przestrzeni Hilberta
zdefiniowanej przez ograniczenie ruchu jednoczastkowego do najnizszego poziomu
Landaua w plaszczyznie i do stanu podstawowego w kierunku poprzecznym. Po
wyeliminowaniu nieistotnego, statlego cztonu jednoczastkowego, Hamiltonian zawiera
wtedy wylacznie oddzialywanie Coulomba migdzy elektronami V, ktoére catkowicie



okresla posta¢ stanu podstawowego, charakter wzbudzen elementarnych, itd. Co wigcej,
ze wzgledu na oczywisty brak matego parametru, oddzialywania tego nie sposob opisaé
perturbacyjnie. Otrzymujemy wigc zagadnienie N oddziatujacych cial w czesciowo (v-)
zapelionej zwyrodnialej powtoce jednoczastkowej. Cho¢ formalnie jest ono podobne
do problemu N elektroné6w w powloce atomowej, to jednak nie catkiem rownowazne, ze
wzgledu na makroskopowy rozmiar uktadu (duze N i g przy okreslonym N/g=v) i inny
charakter dozwolonej elektronom jednoczastkowej przestrzeni Hilberta. Tak wigc na
przyktad reguly Hunda prawdziwe dla powloki atomowej (ktore stresci¢ mozna jako
dazenie do maksymalizacji zwyrodnienia wielocialowego stanu podstawowego) okazuja
si¢ w tym przypadku calkiem niepoprawne.

Dynamika uktadu w ograniczonej przestrzeni Hilberta zadana jest wytacznie przez
cze$é operatora oddziatywania V(r)=e’/r ograniczona do tej dozwolonej przestrzeni.
Dozwolone stany pary elektrondw w najnizszym poziomie Landaua ponumerowac
mozna jednoznacznie wzglednym momentem pedu R, przyjmujacym warto$ci parzyste
dla pary o spinie zero i nieparzyste dla pary o spinie jeden (przypadek spolaryzowany) i
rosnacym wraz ze $rednia odleglo$cia miedzy dwoma elektronami. Tak wigc operator
oddziatywania (Coulomba) w obrgbie najnizszego poziomu Landaua zdefiniowany jest
catkowicie przez tzw. pseudopotencjal Haldane’a V(R)=V} [1]. Co wigcej, okazuje si¢
ze dominujacy wptyw na dynamike niskoenergetyczng ma niewielka liczba parametrow
Vr odpowiadajacych kilku najnizszym warto$ciom R.

2. Niescisliwa ciecz elektronowa Laughlina

Kluczowym odkryciem w kontekscie opisanym wyzej jest fakt ze oddziatywanie
(Coulomba) migdzy elektronami prowadzi do powstania niezwyrodniatego stanu
podstawowego oddzielonego skonczona przerwa energetyczna od wszelkich wzbudzen
przy okre§lonych utamkowych wartosciach wspotczynnika zapelienia v. Spontaniczne
pojawianie si¢ przerwy (a wigc i braku liniowej odpowiedzi uktadu, w szczeg6lnosci na
ci$nienie, stad okreslenie: stan niescisliwy) przy wybranych warto$ciach v=1/3, 1/5, 2/5,
itp. (najczgéciej sa to proste ulamki o nieparzystym mianowniku) jest zjawiskiem
emergentnym, w szerokim zakresie parametrow catkowicie nieczulym na parametry
materiatowe (m* lub €), geometri¢ (w) czy konkretne wartosci p i B (czyli Ni g). Jedna
z konsekwencji spontanicznego pojawianie si¢ przerwy jest osobliwe [2] zachowanie si¢
tensora przewodnictwa elektrycznego (znikanie sktadowej podhuznej o, i jednoczesne
kwantowanie sktadowej poprzecznej cxy:vez/h) czyli utamkowy kwantowy efekt Halla.

Czym jest niesci§liwy stan elektronéw w v=1/3? Odpowiedz na to pytanie podat
R. B. Laughlin [3] proponujac elegancka posta¢ wielociatowej funkcji falowej opisujaca
nowy skupienia stan materii — izotropowa ciecz elektronowa nazwana jego imieniem.

Rozwazmy najpierw catkowicie zapelniony najnizszy poziom Landaua, czyli
spolaryzowany spinowo stan z v=1. Przyjmujac symetryczna postaé cechowania
potencjatu wektorowego A = B(-y/2, x/2, 0), funkcje falowe stanéw jednoczastkowych
uzyskujemy w postaci ¢,(z) o z" exp(-z*/2A%), gdzie z=x+iy jest zmienna zespolona
okreslajaca potozenie w plaszczyznie x-y, a u=0, 1, 2, ... jest momentem pegdu. Funkcja
falowa stanu v=1 (catkowicie antysymetryczna) ma posta¢ wyznacznika Slatera orbitali



do, d1, Ba, ... (ktorego cze§¢ wielomianowa znana jest od dawna jako wyznacznik van
der Monde’a), czyli ®(z, z, ...) =I1;(ziz) exp{-Zuzi/L)2}.

Zauwazmy nastepnie ze dowolna spinowo spolaryzowana funkcja falowa dla v<I,
jako kombinacja liniowa wyznacznikow Slatera zbudowanych z funkcji ¢, musi by¢
postaci D(zy, z,, ...) = Pz, 23, ...) exp{-Zu(z/L)*/2}, gdzie P jest catkowicie antysymet-
rycznym wielomianem stopnia g=N/v (pomijajac tu i w dalszej czesci cztony rzedu N°).
Swoja funkcj¢ dla v=1/3 Laughlin zaproponowal w nastgpujacej postaci:

@521, 22, -..) = [1(z2)° exp{-Zu(z/L)’ 2} = [1jzrz) @i(z1, 225 ), )

czyli rowna funkcji @, catkowicie zapelnionego poziomu Landaua pomnozonej przez
tzw. czynnik korelacyjny Jastrowa. Funkcja falowa Laughlina jest w oczywisty sposob
antysymetryczna, ma poprawny wspotczynnik zapetnienia, jest izotropowa, a takze
szybko znika przy zblizaniu do siebie dowolnej pary czastek, gwarantujac niska energie
wszelkich oddzialywan dostatecznie silnie odpychajacych na krétkim zasiggu.

Czy funkcja Laughlina faktycznie dobrze opisuje rzeczywiste stany elektronowe?
W odpowiedzi na to pytanie pomaga znajomo$¢ faktu ze ®;; jest (sposrod catej
wielocialowej przestrzeni Hilberta v=1/3) jedynym stanem wlasnym o zerowej energii
dla szczegodlnego oddziatywania o krotkim zasiggu zdefiniowanego pseudopotencjatem
o wyjatkowo prostej postaci Vzx=0g;. Innymi stowy, @,; jest jedynym mozliwym
stanem spolaryzowanym w v=1/3, w ktorym R>1 dla kazdej pary elektronéw. A wigc
®,/; z pewnoscig bedzie wiernie opisywac rzeczywisty stan podstawowy w v=1/3, jesli
tylko V; jest dominujacym wspotczynnikiem pseudopotencjatu. Nastgpny istotny fakt
wynika z regut sumacyjnych tzw. amplitud Haldane’a Gy, zdefiniowanych jako utamek
par o wzglednym momencie pgdu R i pozwalajacych na wyrazenie calkowitej energii
oddzialywania jako E = N(N-1)/2 x £z GrVz. Mianowicie, mozna wykazac ze korelacje
Laughlina (dane czynnikiem Jastrowa) wystepuja dla duzej klasy pseudopotencjatow
zdefiniowanej warunkiem nadliniowos$ci: V-V > V3-Vs> Vs-V,> ... 1 wreszcie ze
warunek nadliniowosci spelniony jest przez pseudopotencjat oddziatywania Coulomba
w najnizszym poziomie Landaua. Warto moze doda¢ Ze niezaleznie od powyzszej
argumentacji doktadnos¢ funkcji Laughlina potwierdzono bezposrednim poréwnaniem
ze stanami podstawowymi skonczonych liczb elektronow wyznaczonymi numerycznie.

By¢ moze najbardziej spektakularna wtasnoscia cieczy Laughlina jest utamkowy
tadunek elektryczny jej wzbudzen elementarnych, tzw. kwaziczastek Laughlina. Tak
wiec nosnikami pradu elektrycznego przy v=1/3 sa kwazielektrony o tadunku -e/3 lub
kwazidziury o tadunku e/3. Fakt ten wynika z postaci analitycznej funkcji Laughlina, a
takze zostal potwierdzony eksperymentalnie w pomiarach szumu Srutowego [4].

3. Model ztozonych fermionéw

Idea Laughlina w oczywisty sposob stosuje si¢ nie tylko do v=1/3, ale do wszelkich
ulamkéw postaci v=(2p+1)". Jednak wyjasnienie natury innych standéw, w ktorych
takze eksperymentalnie stwierdzono niescisliwo$¢ (np. v=2/5) wymagata powazniej-
szego rozwinigcia teorii. Zauwazmy ze fakt iz dowolny stan w v<l odpowiada



pewnemu wielomianowi P oznacza ze dynamika elektrondw w najnizszym poziomie
Landaua rdwnowazna jest dynamice wezlow tego wielomianu. Jesli ustali¢ potozenia z;
dla k=2, to P(zy, 22,23, ...) = P 3, . (z1) ma N/v weztdw (wiréw), z ktorych N jest
sztywno zwiazanych w potozeniach z,, z3, ... ze wzgledu na zakaz Pauliego, natomiast
pozostate maja swobodg ruchu. W stanie v=1 nie ma zadnych weztéw swobodnych, co
odpowiada brakowi mozliwych wzbudzen w zapelnionym poziomie Landaua. W stanie
Laughlina v=2p+1)" wszystkie wezly sa zwiazane sztywno w potozeniach z,, zs, ..., po
2p+1 na kazdym elektronie.

Idac tym tropem, utozsamiamy korelacje Laughlina z wigzaniem wirdéw, a wiry z
kwantami strumienia pola magnetycznego przechodzacego przez probke (proszg
zwroci¢ uwage ze gestos¢ powierzchniowa zwyrodnienia poziomu Landaua, g/S, jest
tozsama powierzchniowej gestosci strumienia w jednostkach kwantu hce™). 1 dalej,
dowolny stan o niskiej energii (w tym takze stan podstawowy) w v<1 interpretujemy w
nastgpujacy sposob [5]: (i) Kazdy elektron wiaze w postaci nieskonczenie cienkiego
solenoidu t¢ sama parzysta liczbg (2g) kwantow pola magnetycznego B; (ii) Elektrony z
dowiazanymi wirami, czyli tzw. ztozone fermiony, poruszaja si¢ w efektywnym polu
magnetycznym B*, pozostatym po odjgciu od wyjsciowego pola B czgsci dowiazanej do
elektronéw w postaci solenoidow.

Tak wigc pomyst polega na zastgpieniu uktadu N silnie oddziatujacych elektronéw
w silnym polu B (w poziomie Landava o duzym zwyrodnieniu g) ukladem tej samej
liczny N stabo oddzialujacych ztozonych fermionow w stabszym polu B* (w poziomie
Landaua o odpowiednio mniejszym zwyrodnieniu g* = g-2gN). W szczegdlnosci, w
stanach odpowiadajacych calkowitym efektywnym wspotczynnikom zapetnienia v* =
Nig* = (v'-2¢)" oczekiwaé nalezy niesci§liwosci i kwantowego efektu Halla. Kazdemu
z ciagu stanow Laughlina v = (2p+1)" odpowiada w tym modelu ten sam stan v*=I,
otrzymany dla réznych ¢ =p. Ponadto, model zlozonych fermionow przewiduje
niescisliwos¢ dla wielu innych utamkow postaci v = s/(2¢gs+1) odpowiadajacych innym
catkowitym wartosciom v*=s. Przewidywania te doskonale zgadzaja si¢ zardwno z
doswiadczeniem (pomiarami hallowskimi) jak i symulacjami numerycznymi (doktadna
diagonalizacja hamiltonianu skonczonej liczby elektronow w ograniczonej przestrzeni,
zazwyczaj na sferze). I tak na przykltad stan Jaina v=2/5 odpowiada g=1 oraz v*=2.

4. Z}ozone fermiony w czg$ciowo zapelnionej powloce

Poniewaz utamki v=1/3 i 2/5 odpowiadaja kolejnym catkowitym wartosciom v*=1 i 2
(przy tej samej warto$ci g=1), odkrycie w 2003 r. przez W. Pana [6] kwantowego efektu
Halla w szeregu stané6w o posrednich wartosciach v=4/11, 3/8, 5/13, itp. bylo sporym
zaskoczeniem. Poniewaz stany te odpowiadaja ulamkowym zapelieniom poziomu
Landaua zlozonych fermionoéw (odpowiednio, v*=4/3, 3/2 i 5/3), wytlumaczenie ich
niedcisliwos$ci musi uwzglednia¢ resztkowe oddziatywanie migdzy samymi ztozonymi
fermionami, nieistotne przy analizie wczesniej znanych stanow (np. v=1/3 1 2/5).
Zardéwno energi¢ cyklotronowa ztozonych fermionow jak i pseudopotencjaty ich
wzajemnego oddzialywania wewnatrz kolejnych pozioméw Landaua sa dos¢ dobrze
znane z obliczen numerycznych. Poniewaz rozktad tadunku elektrycznego wyznaczony



dla ztozonego fermionu w drugim poziomie Landaua okazuje si¢ wyraznie r6zni¢ od
analogicznego rozktadu dla elektronu w pierwszym poziomie Landaua, nie jest wielkim
zaskoczeniem ze dla matych odlegtosci (czyli dla matych R) pseudopotencjat ztozonych
fermiondw Vy* rozni sig znacznie od pseudopotencjatu elektronow Vi, W szczegdlnosci
V* nie jest nadliniowy: V1*=~0, a dominujacym parametrem jest V3*. Tak wigc cho¢
eksperyment dowodzi niesci§liwosci cieczy oddzialujacych ztozonych fermionéw, to
mechanizm mikroskopowy tej niescisliwo$ci jest zapewne odmienny niz powstawanie
stanu Laughlina czy Jaina ,,drugiej generacji”.

Rzeczywiscie, obliczenia numeryczne [7] polegajace na doktadnej diagonalizacji
hamiltonianu oddzialywania zdefiniowanego pseudopotencjalem V* dla N fermionow
zwiazanych na tzw. sferze Haldane’a z jednej strony potwierdzaja wystgpowanie
sekwencji niezwyrodniatych stanéw podstawowych oddzielonych wyrazna przerwa od
pasma wzbudzen w uktadach o réznych wartosciach N i g* uktadajacych si¢ w ciagi
zbiezne do v*=4/3, 3/2 oraz 5/3. Z drugiej strony analiza funkcji korelacji w tych
stanach skonczonych wyklucza korelacje typu Laughlina, ktére mozna by interpretowaé
jako wiazanie przez zlozone fermiony kolejnej porcji pola magnetycznego w postaci
solenoidéw 1 powstawanie zlozonych fermiondéw ,drugiej generacji”’. Bardziej
prawdopodobne wydaje si¢ ze na skutek braku silnego odpychania w R=1 zlozone
fermiony w stanach v=4/11, 3/8 i 5/13 grupuja si¢ w pary, trojki, lub jeszcze wigksze
klastery. Niestety, posta¢ korelacji pomigdzy klasterami nie jest dobrze znana, a wigc i
mechanizm niesci§liwosci pozostaje zagadka.

5. Stany nie$ci§liwe w wyzszych poziomach Landaua

Utamkowy kwantowy efekt Halla wystepuje rowniez w czgsciowo zapelionych
wyzszych elektronowych poziomach Landaua. Najbardziej znanym przykladem jest
stan v=5/2, odpowiadajacy (po uwzglednieniu degeneracji spinowej) potdwkowemu
zapehieniu drugiego poziomu. Podobnie jak to miato miejsce w przypadku stanow
v=4/11, 3/8 1 5/13, brak nadliniowego zachowania pseudotencjatu V' (w tym przypadku
— pseudotencjatu elektronowego w drugim poziomie Landaua) dla malych warto$ci R
przemawia przeciwko analogii ze stanami niescisliwymi Laughlina i Jaina z pierwszego
poziomu Landaua. Sama parzysto$¢ mianownika stanu v=5/2 wyklucza mozliwos¢ jego
interpretacji jako catkowicie zapetnionej powtoki jakich$ fermiondéw ,,zastepczych”.
Najbardziej prawdopodobnym kandydatem na funkcj¢ falowa dla stanu v=5/2 jest
tzw. funkcja Moore’a-Reada [8], w ktorej w miejsce wyznacznika Slatera definiujacego
stan Laughlina pojawia si¢ swoisty pierwiastek wyznacznika czyli tzw. Pfaffian. Jako ze
funkcja falowa Moore’a-Reada jest doktadnym stanem wilasnym o zerowej energii dla
kontaktowego odpychania troéjczastkowego, opisuje ona stan sparowany elektronow.
Wiasnosci postulowanych wzbudzen elementarnych cieczy Moore’a-Reada sa jeszcze
bardziej egzotyczne niz kwaziczastek Laughlina. Mianowicie, opréocz utamkowego
tadunku elektrycznego i utamkowe;j statystyki, postuluje si¢ im nieabelowo$¢ statystyki,
a w szczegblnosci zwyrodnienie stanu zawierajacego wigcej niz dwie kwaziczastki ze
wzgledu na ich przestawienia. Pytanie czy tak niezwykly stan kwantowy istotnie opisuje
rzeczywisty stan elektronowy obserwowany w doswiadczeniach hallowskich jest nieco



trudniejsze niz w przypadku stanu Laughlina czy Jaina i nadal pozostaje otwarte. Jednak
inne pomiary, majace na celu badanie statystyki wzbudzen a nie tylko nie$cisliwosci,
zostaty juz zaproponowane [9] i niedlugo mozemy si¢ doczekac rozstrzygnigcia.

Przy potowkowym zapelieniu wyzszych pozioméw Landaua do§wiadczenia
wykazuja silng anizotropowo$¢ przewodnictwa elektrycznego, sugerujac inne stany
skupienia elektrondw niz izotropowa ciecz. Wsrdd nich znajduja si¢ zaréwno stany
uporzadkowane przestrzennie (paski o wigkszej koncentracji przedzielone paskami o
odpowiednio mniejszej koncentracji) jak i r6znorakie fazy cieklokrystaliczne [10].

Niejako na przeciwnym biegunie koncentracji no$nikéw znajduja si¢ uklady silnie
rozrzedzone, o wspotczynnikach zapekienia znacznie mniejszych od jednosci. W takich
uktadach zgodnie z dawnymi przewidywaniami teoretycznymi elektrony kondensuja do
postaci trojkatnego krysztalu Wignera [11].

6. Podsumowanie

Dwuwymiarowy gaz elektronowy w silnym polu magnetycznym jest uktadem w ktérym
oddzialywanie odgrywa pierwszorzgdna rolg w okresleniu natury stanu podstawowego i
wzbudzen elementarnych. Z jednej strony zachowanie oddziatujacych elektronow w
tych warunkach jest czgsto praktycznie nieczule na parametry materialowe, geometrig
uktadu, itp., uzasadniajac mocno wyidealizowany obraz rzeczywistosci. Z drugiej
strony, diagram fazowy nawet tak wyidealizowanego uktadu jest zaskakujaco bogaty.
Zaleznie od koncentracji powierzchniowej elektrony tworza szereg standw skupienia,
roéznigcych si¢ migdzy innymi stopniem kondensacji, symetria, a takze tadunkiem
elektrycznym i statystyka wzbudzen. W niniejszym artykule zaprezentowano pobiezny
przeglad wybranych stanéw; pominigto natomiast m.in. rol¢ odgrywana przez spin.
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